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1 Introduccio

La transformada de Laplace és un metode directe i potent de resolucié de pro-
blemes de valor inicial per a equacions i sistemes d’equacions diferencials lineals
amb coeficients constants.

L’ts de la transformada de Laplace en aquest contexte, i en particular la seva
aplicacié a ’enginyeria electrica, no va comencar fins els anys trenta d’aquest
segle — segle 1 mig després de que Laplace introduis la seva transformada — com a
conseqiiencia dels treballs de Van der Pol i Doestch, que van dur a abandonar el
calcul operacional de Heaveside d’aplicacié més restringida i incomoda, i carent
llavors d’una justificacié adequada.

Presentem el metode de la transformada de Laplace simplement com un
artifici que ens permet transformar una equacié diferencial junt amb les condi-
cions inicials adequades en una equacié algebraica. Aixi la seva utilitzacié pot
comparar-se amb 1'is de logaritmes que ens permet, per exemple, reduir el pro-
blema de calcular el producte de dos ntimeros al problema més simple de sumar
els seus logaritmes. Tant en un cas com en l'altre s’haura d’efectuar previament
una transformacié i posteriorment la inversié de la transformacié.

En particular estudiarem ’aplicacié al cas d’equacions diferencials amb se-
gons membres discontinus, cas en el que el meétode de la transformada de Laplace
es mostra especialment util.

Comencem definint formalment la transformada de Laplace.
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Definicié 1 Sigui f una funcid real definida per a 0 <t < 0o, la transformada
de Laplace de f(t), que designarem per L{(T) o per F(s), funcid de la variable
real s.
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4. f(t) = cosft, g(t) = sinft. Es poden determinar les seves transforma-
des de Laplace directament com en els exemples anteriors (exercici), perd
resulta més comoda la seva obtencié formal utilitzant la formula d’Euler
eIt = cos Bt + j sin ft:
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amb el que igualant parts reals i imaginaries s’arriba a
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5. La funcié f(t) = et” no admet transformada de Laplace, ja que quan
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que tendeix a 400, quan A — +oo.

Com observem en aquests exemples la transformada de Laplace d’una funcié
f(t) pot no existir per a alguns valors de s € R i fins itot, com en 'iltim exemple,
pot passar que no existeixi per a cap valor de s. Per a garantir 'existéncia de
la transformada de Laplace hem d’assegurar-nos primer ’existéncia per a cada

A > 0 de la integral
A
/ e St f(t)dt
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per la qual només fa falta que la restriccié de f a cada interval finit 0 <t < A
sigui continua a trossos. A continuacié necessitem la convergencia de la integral
en l'interval (0, 00), és a dir I’existéncia del limit
A
lim e Stf(t)dt
A—0 0 f( )

per a certs valors de s que constituiran llavors el domini de definicié de la funcié
transformada F'. Anem a veure si f és una funcié d’ordre exponencial -y, és a
dir si existeix una constant M per la qual

f(t)] < Me* 0<t<+oo (2)
llavors la integral convergeix per a tot s > . En efecte, es tindra
e (0] = A1) < Me et
i per tant per a s > 7y
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independentment de A, pel que la integral

/OO e St f(t)dt
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és absolutament convergent i per tant convergent.
Acabem de demostrar aixi el segiient resultat:

Teorema 1 (d’existéncia de la transformada de Laplace) Donada f(t),
0<t <400, st

1. la restriccio de f a cada interval finit és continua a trossos
2. f és d’ordre exponencial y

llavors la seva transformada de Laplace F(s) existeir per a s > 7.



Les funcions que satisfan 1 i 2 (per a algun «) es denominaran funcions
admisibles. La classe de funcions admissibles és suficientment amplia per la
major part de les aplicacions. Inclou, per exemple, a tots els polinomis, a la
funcié exponencial i a les funcions periodiques que siguin continues a trossos
en cada periode. També la suma i el producte de les funcions admissibles sén
funcions admissibles.

A partir d’ara, per una funcié admissible f d’ordre exponencial -, conside-
rarem F'(s) definida per a s > 7.

2 Primeres propietats i aplicacioé a equacions di-
ferencials

Com suggereix la notacié F'(s) = L{f(¢)}, L és un operador que tranforma
”fucions de t”en ”funcions de s”. Es més, es tracta d'un operador lineal:

Propietat 1 (Linealitat) Si f(t) i g(t) son dues funcions admissibles i a i b
son constants, la funcid af(t) + bg(t) és admissible i

L{af(t) +bg(t)} = aL{f(t)} + bL{g(t)} (4)

En efecte,
L{af(0) + ba(t)} = | et af (1) + bg(t))dt =

- a/oo e~ f(t)dt + b/w e *g(t)dt =
0 0
=aL{f(t)} +bL{g(t)}

La utilitzt de la transformacié de Laplace en la resolucié d’equacions di-
ferencials es basa en la segiient propietat de derivacié, la qual expressa que,
essencialment, derivar f(t) equival a multiplicar F(s) per s. Tenint en compte
que si f'(t) és admissible f(t) també ho és, es té

Propietat 2 (Derivacid) Si f/(t) és admissible

L{f' )} = sL{f ()} — f(0) = sF(s) — f(0) (5)
i en general, si f"(t) és admissible
L{f" ()} = s"F(s) = s" 71 f(0) — ... = sf"72(0) — f*71(0) (6)

En efecte, integrant per parts es té

L{f'(t)} = /OOO e S (t)dt = e f(¢) . + s/ooo e St f(t)dt =
= —f(0) + sL{f (D)} = sF(s) — f(0)
Per a f”(t) es tindra ara

L{f" @)} = sL{f' (1)} = £'(0) = s(sF'(s) = f(0)) — f'(0) =
= s*F(s) — sf(0) = f'(0)




i en general

L{f" ()} = sL{f" (1)} — 71 (0) =
= S(SnilF(S) _ 8n72f(0) - — f(n72(0)) _ f(n—l(o) _
= s"F(s) —s"1f(0) — ... — sf"72(0) — fF"1(0)

Observacié 1 FEscrivim f(0) (i andlogament f'(0)) suposant que f estd defini-
da per t = 0. De no ser aizi, al ser f admissible i per tant continua a trossos,
ha d’existir f(07) = ltifg f(t) iesté

L{f'(t)} = lim /EOO e (t)dt =
oo+s Testptyd) = (7)
/ f(t) )

€ €
= —f(07) + sL{f(t)} = sF(s) — f(0F)
Utilitzant tinicament les dues propietats anteriors estem ja en condicions

de resoldre alguns problemes de valor inicial per a equacions diferencials amb
coeficients constants.

€l0

= lim (e_Stf(t)

Exemple
Determinar la solucié del problema de valor inicial
y" +y =5 y(0) =2 y'(0)=1
Designant L{y(t)} per Y(s) es tindra

L{y" +y} = L{y"} + L{y} = s’Y(s) = sy(0) —y'(0) + Y (s) =
)
= (s24+1)Y(s) — 25 — 1 = L{5e*} = —
5 —
d’on podem trobar Y (s
1 ) 252 —3s5+3
V()= —— [ —— +2s+1) = — —"T°
)= & (5_2+ ot ) (21 1)(s - 2)
i el nostre problema es redueix a saber que la funcié y(t) té aquesta transformada
Y (s). Si escrivim Y (s) en la forma
s—1 1 s 1 1
Y(s) = - _
() 82+1+S—2 241 52+1+s—2
podem reconeixer en 1"iltim membre els termes
s 1 . 1 2t
Sl L{cost} i L{sint} P L{e**}

2
i per tant

L{y(t)} = Y(s) = L{cost —sint + €*'}
i podem concloure que
y(t) = cost — sint + 2

admetent que les dues funcions a les que els coincideixen les transformades de
Laplace també han de coincidir. Aixo és cert en els termes del segiient resultat,
demostracié del qual ometem.



Teorema 2 (d’unicitat de la transformada de Laplace) Si f(t) i g(t) son
admissibles i F(s) = G(s) per a tot s gran, lavors f(t) = g(t) en cada punt
on totes dues siguin continues. En particular, si f i g son continues per a tot
t>0, f=gy.

Gracies a aquest resultat podrem invertir la transformada de Laplace, és
a dir, determinar y(¢) a partir de Y'(s), en nombroses ocasions sense necessi-
tat de recorrer a una férmula general d’inversié que requereix integracié en el
camp complexe. Només fara falta la funcié donada Y'(s) en sumands que siguin
transformades de funcions conegudes com en ’exemple anterior.

La nostra feina, tant per calcular transformades de Laplace com per invertir
la transformacio, es veura facilitada per 1'is de les propietats que desenvolupem
a continuacio.

3 Altres propietats de la transformacié de La-
place

Suposarem sempre que f(t) és una funcié admissible i designarem la seva trans-
formada de Laplace per F(s).

Propietat 3 (Integracid)

L {/Otf(u)du} - @ (8)

t
En efecte, amb g(t) = / f(u)du es té ¢'(t) = f(t), g(0) = 0, amb el que

0
utilitzant la propietat de derivacié

F@)=Lﬂﬂﬂ}=st@H=sL{A{ﬂwm&

Propietat 4 (Multiplicacié per t)

LAF (1)) = 2 () )

En efecte,

%F(s) = % /OOO e S f(t)dt = /OOO e S (—t) f(t)dt

Propietat 5 (Divisié per t) Si f(t)/t és admissible, i per aizo només fa falta

que existeixi el limit lim M,
t—0t+ t
t oo
et = [ Fa (10
En efecte, amb g(t) = f(t)/t, f(t) = tg(t) i utilitzant la propietat anterior
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d’on es segueix

o A A d
/S F(u)du = ALITOO i F(u)du = AEI—EOO i —@G(u)du =

= lim (G(s)—G(A)=G(s)=L {m}
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havent utilitzat el fet, d’interés per s{ mateix, de que si una funcié f(t) és
admissible la seva transformada de Laplace satisfa

lim F(s)=0 (12)

s——+o0
que és una conseqiiencia immediata de ’acotacié

M
S—7

[F(s)] < (13)

que és conseqiiencia de Pacotacié (3).

Observi’s que les propietats (4) i (5) sén, en cert sentit, reciproques de les
propietats (2) i (3). El mateix passa amb les propietats (6) i (7) anomenades a
vegades propietats de traslacio.

Propietat 6 (Multiplicacié per e*)
L{e™ f()} = F(s — ) (14)
En efecte,
L0} = [ et pioyn =
- /0 T et ()dt = F(s — )

Propietat 7 (Traslacid)

. {g(t —a) i i Z —  L{f(t)} = e “*F(s) (15)

En efecte,

L 3 — > —st £ dt = > —st _ d
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0
Propietat 8 (Canvi d’escala) Sigui a > 0

L{f(at)} = -F () (16)



En efecte, fent at = u
L{f(at)} = / e~ f(at)dt =
0
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Propietat 9 (Funcions peridodiques) Si f(t+T) = f(t),
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En efecte,
[e%) T oo
L{f (1)} = / et f(1)dt = / e~ f(t)dt + /T e~ f(t)dt

ifent t =T 4+ w en la dltima integral,
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obtenint-se aixi "
Jo et f(t)de
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F(s) = L{f(1)} =



